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Abstract: Let G be a graph with p vertices and q edges. An edge anti-magic total
labeling on graph G is an one-to-one mapping A from V(G) U E(G) onto the set
{1,2,....p+q} such asw;(xy) = A(x) + A(xy) + A(y) is different for each
xy € E(G) and form arithmetic sequence.If A(V(G))={1,2,...,p} then A called
super edge anti-magic total labelling. In this article we show that P; U B, super
edge anti-magic.

Keywords: edge anti-magic total labeling, super edge anti-magic total labelling,
graph P; UB,.

Abstrak: Misalkan G adalah graf dengan p titik dan g sisi. Pelabelan total sisi anti
ajaib pada graf G adalah pemetaan satu-satu dan pada A dari V(G) U E(G) pada
{1,2,....p+q} sedemikian hingga w;(xy) = A(x) + A(xy) + A(y) tidak sama
untuk setiap xy € E(G) dan membentuk suatu barisan aritmatik. Jika
MV(G))={1,2,...,p} maka A dinamakan pelabelan total sisi anti ajaib super. Pada
tulisan ini akan ditunjukkan pelabelan total sisi anti ajaib super pada graf tidak
terhubung P; U B,.

Kata kunci: Pelabelan total sisi anti ajaib, pelabelan total sisi anti ajaib super, graf
tidak terhubung, graf P; U B,..

PENDAHULUAN

Pelabelan graf merupakan salah satu topik dalam teori graf.Secara umum objek
kajiannya merupakan graf yang direpresentasikan oleh titik, sisi, dan himpunan bagian
bilangan asli yang disebut label. Pertama kali diperkenalkan oleh Sadlack (1964), kemudian
Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970) [6].

Lladé dan Moragas telah membuktikan bahwa sebuah roda w,,, prisma C,, X K,, buku
Kin X K,, dan Kincir W(r, k) adalah Cy-ajaib. Maryati, Baskoro, Salman dan Salman,
Ngurah, lzzati telah membuktikan bahwa kumpulan pohon adalah Pj,-ajaib super. Hingga
akhirnya Ngurah, Salman, dan Susilowati memperkenalkan pelabelan H-ajaib-super.

Sejumlah penelitian sebelumnya tentang pelabelan tentang graf, di antaranya adalah
pelabelan super sisi ajaib pada graf star K, ,pada tahun 2007 oleh Lala Fitria. Pada tahun
2008, Muntiani telah meneliti pelabelan total sisi anti ajaib super untuk graf lintasan nP;.
Padatahun 2010, Ramdhan Suwarman telah meneliti pelabelan graceful dan konsekutif pada
graf lintasan Ps. Pada tahun 2012, Purnama telah meneliti pelabelan total (a, d)-sisi-antiajaib
super pada graf roda pW,..
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Pelabelan Total (a,d) Sisi Antiajaib Super pada Graf P, UP,

Pada tahun 2000, Simanjuntak, Miller, dan Bertault mengenalkan pelabelan total (a, d)-
sisi-antiajaib dari G yang didefinisikan sebagai fungsi bijektif &:V(G) U E(G) »
{1,2,..,v; + eg }jadi bahwa himpunan sisi-bobot {g(u) + g(uv) + g(v)|uv € E(G)}
sama dengan himpunan {a,a + d,a + 2d, ..., a + (e — 1)d} untuk suatu dua bilangan bulat
positif a dan d. Suatu pelabelan total (a, d)-sisi-antiajaib & disebut super jika label titik
adalah label terkecil yang mungkin. Pada tahun 2002, peneliti membuktikan bahwa graf
P; U P, dapat dilabeli secara total sisi ajaib super. Dalam penelitian ini, akan dilakukan
pelabelan total (a,d) sisi anti ajaib super pada graf P3 U P,,.

LANDASAN TEORI

Notasi dan Definisi

Graf G adalah pasangan himpunan (V,E) dimana V adalah himpunan tak kosong dan E
(mungkin kosong) adalah himpunan pasangan tak terurut dari elemen-elemen V. Elemen-
elemen dari V disebut titik dari G. Sedangkan elemen-elemen dari E disebut sisi dari G.
Himpunan titik dari G dinotasikan V(G) dan himpunan sisi dari G dinotasikan dengan
E(G) [2]. Misalkan u dan v dua titik di graf G. Titik u dikatakan tetangga dari titik v jika ada
sisi yang menghubungkan u dan v. Sisi seperti ini dinotasikan dengan uv. Titik u dan v
dikatakan menempel pada sisi uv, dan sebaliknya sisi uv menempel pada titik u dan titik v.
Sebagai contoh, dalam Gambar 1A. titik v, adalah tetangga v3; dan titik v, menempel pada sisi
V1Va, VoVy, dan vovs [2]. Derajat dari titik v, dinotasikan d(v), pada graf G adalah banyaknya
titik yang bertetangga dengan titik v. Dalam Gambar 1A, d(v2)=3 dan d(vs)=L1.

Jalan dari titik u ke v dengan panjang n pada graf G adalah suatu barisan
U=Vg,V1,V2, ...,Vn-1,Vn=V Sedemikian hingga vi.1v; adalah sisi di G untuk setiap i=1,2,..,n. Jalan
dikatakan tertutup jika vo=v,, dan dikatakan terbuka jika vo#v,. Lintasan adalah suatu jalan
yang semua titiknya berbeda. Dalam Gambar 1B, viv3v4vsv,v, adalah jalan dengan panjang 5,
tetapi bukan lintasan; viv3vavs adalah lintasan dengan panjang 3.

Gabungan dua graf G; dan G, dinotasikan dengan G,;UG; adalah graf dengan himpunan
titik V(G1)uV(G,) dan himpunan sisi E(G;)UE(G,). Sebagai contoh: graf dalam gambar 3
menunjukkan graf G adalah gabungan graf G; dan G,. Graf G dikatakan terhubung jika untuk
setiap dua titik di G ada lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut. Jika tidak
demikian maka graf tersebut disebut graf tidak terhubung. Sebagai contoh, graf pada gambar
1 merupakan graf terhubung dan graf G pada gambar 2 merupakan graf tidak terhubung.

Kelas-Kelas Graf

Graf Lintasan P, adalah graf terhubung n titik yang terdiri dari tepat dua titik berderajat
1 dan n — 1 titik berderajat 2. Graf Lintasan C, adalah graf terhubung n titik dengan derajat
semua titiknya adalah 2. Graf roda W, adalah graf yang diperoleh dari C, dengan
menambahkan satu titik baru x dan menghubungkan titik x ke semua titik di C,. Titik x
disebut pusat dari graf roda tersebut. Graf Lengkap K,, n > 1, adalah graf dengan n titik yang
setiap dua titiknya saling bertetangga. Graf Bintang S, adalah graf terhubung yang terdiri dari
satu titik berderajat n — 1 dan n — 1 titik berderajat 1. Graf Pohon T, adalah graf terhubung
dengan n titik yang tidak memuat lingkaran. Graf Kipas F, n > 2, adalah graf yang
didapatkan dengan menghubungkan semua titik dari graf lintasan P, dengan suatu titik yang
disebut pusat. Jadi f, terdiri dari n —1 titik dan 2n — 1 sisi. Graf Bipartit adalah graf
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G(V1UV,,E) dengan himpunan titiknya V(G) dapat dipartisi ke dalam dua himpunan bagian
V1(G) dan V,(G), yakni V(G)=V1(G)+V,(G), sedemikian hingga setiap sisi G menghubungkan
suatu titik di Vi(G) dengan suatu titik di V,(G). Jika G memuat semua sisi yang
menghubungkan setiap titik di V1(G) ke semua titik di V,(G) maka graf G disebut graf
bipartite lengkap dan dinotasikan K, 4 dimana p = |V;(G)| dan g = |V,(G)|.

Vi Va2
Vi
oy
Vo Va °
® Vs
Va V3 Vg4 -
A
Gambar 1. Graf G
Vi Vo
o—0
V4 V5
G
Vy G 1 V3

Gambar 2. Graf Tidak Terhubung
Pelabelan Total Sisi-Anti Ajaib

Pelabelan total dalam graf dibagi menjadi dua, yaitu:
1. Pelabelan total sisi adalah pelabelan yang memperhitungkan jumlah label dari satu sisi
dan dua titik yang menempel pada sisi trsebut.
2. Pelabelan total titik adalah pelabelan yang memperhitungkan jumlah label dari dua sisi
dan satu titik dimana dua sisi tersebut bertemu.

Bobot suatu sisi dari graf G adalah jumlah dari label dua titik yang menempel pada sisi
tersebut dan label sisi, yang dinotasikan w; (xy), dengan w,(xy) = A(x) + A(xy) + A(y)[1].
Pelabelan total sisi anti ajaib pada graf G adalah pemetaan satu-satu dan pada A dari V(G) U
E(G) pada {1,2,....p+q} sedemikian hingga w;(xy) = A(x) + A(xy) + A(y) tidak sama
untuk setiap xy € E(G) dan membentuk suatu barisan aritmatik. Jika MV(G))= {1,2,....p}
maka A dinamakan pelabelan total sisi anti ajaib super [1].

Pelabelan total (a,d) sisi anti ajaib adalah pelabelan pada simpul dan sisi graf dengan
w;(xy) = A(x) + A(xy) + A(y) membentuk deret aritmatika {a,a +d,a +2d,..,a +
(v — 1)d}, untuk suatu bilangan positif d. Sebagai contoh, Gambar 3 menunjukkan pelabelan
total (8,1) sisi anti ajaib super pada graf G.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Berikut adalah hasil yang diperoleh:
Teorema 1: Graf P; U B, adalah total (2n + 7,2)-antiajaib super untuk setiap 4 < n < 15.
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Gambar 3. Contoh Pelabelan total (a,d) sisi anti ajaib.

Bukti:
Untuk n genap dan 4 < n < 15, definisikan pelabelan total (a,2) total sisi antiajaib super
pada P; U B, seperti pada gambar di bawah ini.

P;UP,
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Untuk n ganjil (n = 2k + 1) dan 4 < n < 15, didefinisikan pemetaan A, dimana:

AZ (ul-) = Al(ui), 1 < i < 3

AZ (Ul’) = /11(Ui), 1 <is<n-— 1

A, (v) =n+4

Ay (Vp_qvy) =20+ 6

A, (e) =M (e)+1,e #v,_4v,

A, : pelabelan total (a,2) sisi anti ajaib super untuk P; U P, seperti pada gambar di atas.

Teorema 2: Untuk n = 0 (mod 4),n > 16, graf P; U P, adalah total (3" + 7,2) sisi antiajaib
super.

Bukti:
Tulis n = 4r dan beri label titik-titk dan sisi-sisi P; U B, dengan cara sebagai berikut:

1
A1 (uz) = 4 (3n—4)

1
A (u3) = 2 (3n+8)

Untuk titik-titik dengan indeks ganjil, definisikan:
n+3, j=1

1
E(n+j—1), j=35,..,2r—3

1 , '
,11(1,],)=<5(n+1+1). j=2r—-12r+1

1
—(3n+12), [ =2r+3
4 .]

1
E(n+j+5), j=2r+52r+7,..,4r—1

Sedangkan untuk titik-titik dengan indeks genap, definisikan:

1
513, j=2
1. .

A _ EJ' j=46,..,2r
() =17 j=4r—2

=n j=4r

L it 1a = 2r+22r46 r=0
Z(E+]+ ), j=2r+22r+6, r=

1n ,

—(—"‘]), j=2r+4,2r+8, r=0
M(v)={Zj+2 j=2r+10,2r+16,..,4r—8, r=0,r>6

=j+2, j=2r+12,2r + 18, ...,4r — 6, r=0,r>6

Ej—‘l-, Jj=2r+14,2r + 20, ...,4r — 4, r=0r>6
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1

1'+2

2/ T

A (v;) =<1
=11,
2

1. 4
2/ 7"

1
7(2n=3j+14),

1
Z (Tl + 12),

1
A (v) = SJt2

1
2]

L
2/ T

— 4,

Untuk sisi-sisi didefinisikan:
Al (uluz) =n + 4‘
Al (u2u3) =n + 6

A (vvj41) =

A (Uj”i+1) =

A (”j”f+1) =

A (vvj41) =

n+7,

3249

2 )
2n—j+7,
2n—j+6,
5042

2 T
n+b5,

1 )
Z(5n+2]+6)

1
Z(Sn + 2] + 6),

n+j—38,
n+j—10,

Zn—j+2
2Zn—j+2
2Zn—j+2
2Zn—j+2
2n—j+8
2n—j+8

1
7 (Tn—2j+14),

%(7n—2j+8),
2Zn—j+2
2Zn—j+2
2Zn—j+2
2Zn—j+2
2n—j+8
2n—j+8

j=2r+22r+4, r=1

j=2r+6,2r+12..4r -8,
j=2r+8,2r+14,..,4r — 6,

j=2r+10,2r +16,..,4r — 4,

r=1,r>4
r=1,r>4
r=1r>4

J=2r+22r+4, r=2

j=2r+6, r=2

j=2r+8,2r+14,..,4r -8, r=2,r>5
j=2r+10,2r + 16, ...,4r — 6, r=2,r>5
j=2r+12,2r +18,..,4r — 4, r=0,r>5

j=1

j=2

j=34,..,2r-3
j=2r—2,2r—12r

j=4r—3,4r—-2
j=n-1

j=2r+12r+3,r=02

j=2r+22r+4,r=0,2

j=2r+52r+7,r=0
j=2+62r+8r=0

j=2r+92r+15,..,4r -9,
j=2r+102r+16,...,4r — 8,
j=2r+112r+17,...,4r -7,
j=2r+12,2r 4+ 18, ...,4r — 6,
j=2r+13,2r +19,...,4r =5, r
j=2r+14,2r + 20,...,4r —4, r

j=2r+1,2r+3,

Jj=2r+2,2r +4,

j=2r+52r+11,..,4r -9,
j=2r+6,2r+12,..,4r -8,
j=2r+72r+13,..,4r -7,
j=2r+82r+14,..,4r — 6,

j=2r+9,2r+15,..,4r =5, r
j=2r+10,2r+16,..,4r—4, r
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r=0r>6
r=0,r>6
r=0r>6
r=0,r>6

=0,r>6
=0,r>6

r=1
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=1,r>4
=1,r>4
=1,r>4
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2n—j + 4, j=2r+5,2r+6, r=2
2n—j+2 j=2r+72r+13,..,4r—9, r=2,r>5
2n—j+2 j=2r+8,2r+14,..,4r — 8, r=2,r>5

Al(vj"jﬂ):‘ 2n—j +2 j=2r+9.2r+15,..,4r -7, r=2r>5
2n—j+2 j=2r+102r+16,..,4r—-6, r=2r>5
2n—j+8 j=2r+11,2r+17,..,4r -5, r=2,r>5
2n—j+8 j=2r+12,2r+18,..,4r—4, r=2,r>5

Catatan: r = s, dihitung dalam modulo 3.

Dari pelabelan titik-titik dan sisi-sisi di atas dapat diperiksa bahwa graf P; U B, total sisi
antiajaib super dengan beda dua.

Teorema 3: Untuk n =1 (mod4),n = 17,graf P; U B, adalah total (%n + % 2) sisi
antiajaib super.

Bukti:

Beri label titik-titk dan sisi-sisi P; U B, dengan cara sebagai berikut:

Ay (w)) = A4 (uy), i = 1,23

Az Wp_qup) = A1 (Wp_qupn)+l, i = 2,3

A () =24w),i=1,2,..,n—1

A (vy) =n+4

Ay (Wp_qvy) =20+ 6

A, (e) =M (e)+1,e #v,_4v,

Dari pelabelan titik-titik dan sisi-sisi di atas dapat diperiksa bahwa graf P; U B, total sisi anti
ajaib super dengan beda dua.

Teorema 4: Untuk n =2 (mod4),n >18,graf P;UPR, adalah total Gn+72) sisi
antiajaib super.

Bukti:
Tulis n = 4r + 14 dan beri label titik-titik dan sisi-sisi P; U B, dengan cara sebagai berikut:

1
by () = (30— 2)

A (u3) = %(Bn + 14)

n+3, j=1

J L
3 j=2,4,.,n
1
z(n+j+1), j= 3,5..,2r+3

A (v:)=<K1

+ (%) Z(3n+2), j=2r+7
1
Z(3TL+6), j=21"+9
n+1 j = 5
E ] ]—Tl—
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A () =4

Pelabelan Total (a,d) Sisi Antiajaib Super pada Graf P, UP,

1
E(3j—n+25),
1 )
501+]+15L
1 )
E(n+]+3),

1
E(n+j+3),

A (v)

A (Vj) =

1
5(3]'—”"‘5),

1
E(Tl+j+15),

1
= E(Tl+]’+3),

1
E(Tl+j+3),

rl(n +j + 15),

2
1 .
E(n+]+3),

1
E(Tl+j+3),

1
E(n+]+7),

n—1

Label sisi-sisi didefinisikan:

A (uuy) =
Ay (upuz) =

A (UJU1'+1) =

/‘11 (Ujvj+1) =4

A (Uj”fﬂ) =

2n+5
2n+4

n
32+3,
2n—j+6,
2n—j+6,
n .
55—]+3,
2n—j—1,
2n—j—1
2n—j+5
2n—j+5
2n—j+5
2n—j+5
3n—-2j-7,
3n—2j—6,
3n—2j+3,
3n—2j + 4,
2Zn—j+1
2Zn—j+1
2n—j+5
2n—j+5
2n—j+5

2n—j+5

j=n—-9n-7, r=0

j=2r+52r+11,...4r—-1,r=0

j=2r+13,2r+19,...,4r+1,r=0,r >3
j=2r+152r+21,..,4r+3,r=0,r >3

j=n—-3n-1 r=0,

j=2r+52r+11..4r + 3, r=1,

j=2r+13,2r+19,..,4r + 11, r=1

j=2r+152r+21,..,4r + 13, r=1,

j=2r+52r+11,...4r—-1, r=2

j=2r+13,2r+19,...4r+3,r=2,r > 2
j=2r+152r+21,..,4r+5r=2,r>2

j=n—-7,n-3, r=2,

j=n—-1, r=2,

j=1

j=23,..,2r+3
j=2r+62r+7,2r+8,2r+9
j=n—6,n—5
j=2r+4,2r+10,..,4r—-2,r=0
j=2r+52r+11,...,4r—-1,r=0
j=2r+12,2r+18,..,4r,r=0,r >3
j=2r+132r+19,..,4r+1,r=0,r > 3
j=2r+14,2r + 20,...,4r + 2,r=0,r > 3
j=2r+152r+21,..,4r+3,r=0,r >3
j=n—10,n -8, r=0
j=n-9n-7r=0
j=n—4n—-2,r=0
j=n—-3,n—-1r=0

j=2r+4,2r+10,..,4r + 2, r=1
j=2r+52r+11,..,4r + 3, r=1
j=2r+12,2r +18,...,4r + 10, r=1
j=2r+13,2r+19,..,4r + 11, r=1

j=2r+14,2r+20,...,4r+12, r=1
j=2r+152r+21,..,4r+13, r=1

159



Yanne Irene

2n—j—1 j=2r+42r+10,..,4r, r =2
2n—j—1 j=2r+52r+11,..,4r +1, r=2
) 2n—j+3 j=n-8n-7,  r=2
/11(vjv]+1)— j+11 j=n—4,n-2, r=2
j+9 j=n—-3n-1 r=2
2n—j+5 j=2r+122r+18,..,4r+2,r =2,r > 2
1 (v-v- ): 2n—j+5 j=2r+132r+19,...,4r+3,r=2,r > 2
LA 2n—j+5 j=2r+142r+20,..,4r +4,1r=2,r > 2
2n—j+5 j=2r+152r+21,..,4r+5r=27r>2

Catatan: r = s, dihitung dalam modulo 3. Dari pelabelan titik-titik dan sisi-sisi di atas dapat
diperiksa bahwa graf P; U P, total sisi anti ajaib super dengan beda dua.

Teorema 5: Untuk n =3 (mod 4),n > 19, graf P; U B, adalah total (gn + %,2) sisi
antiajaib super.

Bukti:

Beri label titik-titk dan sisi-sisi P; U B, dengan cara sebagai berikut:
Az (u) =2 (wy), i =123

Az Un_qup) = A1 (Wp_qup)+l, i = 2,3

/12 (Ui) = /11(170, i=12,..,n—-1

A, (vy) =n+4

Ay (Wpqvy) =2n+6

A =1 +1,e#v,_1v,

A, adalah pelabelan total sisi anti ajaib super pada teorema 1.

KESIMPULAN

Studi mengenai pelabelan gaf akhir-akhir ini mendapatkan banyak perhatian, khususnya

mengenai pelabelan toal sisi antia ajaib super. Lebih khusus penelitian ini adalah pelabelan
total (a,d) sisi anti ajaib super pada graf tidak terhubung P; U P,. Hasil utama penelitian ini

terdapat pada teorema 1, 2, 3, 4 dan 5.
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